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前

　
言

为了适应应用型、实践型人才目标的要求，编者经过认真总结、分析并

吸收同类高等院校教学改革经验，遵循“以应用为目的，以必须够用为度”
的原则，结合编者多年从事高等数学方面的科学研究与教学改革经验及同

类教材的发展趋势，针对专科经济类、管理类专业所需数学知识编写了本。
编者在编写本书时，力求使本书应用性强，应用面广，语言简单易懂，同

时加大了信息量，并渗透现代数学思想，注意从实际问题中引入概念，把握

好理论推导的深度，注重基本运算、分析问题和解决问题能力的培养，贯彻

理论联系实际的原则，深入浅出，通俗易懂，便于教师讲授和学生学习。
编者在编写本书过程中，引入许多案例，这有利于引导学生积极思考和

实践，培养学生分析问题和解决实际问题的能力，增强学生的技术技能和职

业素质．本书在内容框架的构建上，力争做到系统、全面、实用，部分带“∗”
的内容为选讲内容，这为各专业教学内容的选择提供了极大的弹性，充分体

现了其在经济、管理类专业的通用性。
由于编者水平有限，经济数学教学改革中的一些问题还有待探索，不妥

之处在所难免，恳请读者批评指正。

编　 者
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模块一 微积分及其在经济学的应用



1
CHAPTER

第一章
函数、极限与连续

函数及其极限和连续性在经济学上有着广泛的应用.本章在复习和加深函数有关知识的

基础上,着重介绍函数的极限和函数的连续性等基本概念、性质及其运算法则.

第一节 函数

一、常量与变量

我们在观察和研究经济现象的过程中,经常会遇到不同的量,这些量一般可分为两

种———常量和变量.在某一过程中始终保持不变的量称为常量,而不断变化的量称为变量.
【案例1 1】某种商品的平均生产成本为常数AC=50(元/件),那么总生产成本C 与产

量Q 之间的对应关系是

C=AC·Q=50Q
这里平均成本是常量,产量和总生产成本是变量.
应当注意,一个量是常量还是变量,要依赖于研究现象所在的具体场合及所给的条件,同

一个量在某种情况下是常量,而在其他情况下可能是变量.
通常,常量用a、b、c等来表示,变量用x、y、z等来表示,几何上,常量在数轴上是一

个定点,变量在数轴上是一个动点.

二、区间与邻域

1.区间

变量所能取的一切数值的全体称为变量的取值范围,通常用区间表示,区间是最常用

的实数集合.设a 与b为两个实数,且a<b,x 为变量,则

满足不等式a<x<b的实数称为开区间,记为 a,b( ) ,即 a,b( ) = xa<x<b{ } ;

满足不等式a≤x≤b的实数称为闭区间,记为 a,b[ ] ,即 a,b[ ] = xa≤x≤b{ } ;

满足不等式a≤x<b、a<x≤b的实数称为半开半闭区间,记为 a,b[ ) 、a,b( ] ,即

a,b[ ) = x a≤x<b{ } 、a,b( ] = x a<x≤b{ }

区间的几何意义是,数轴上a、b(a<b)两点之间的线段 (开区间不含端点,闭区间

含端点),如图1 1所示.
以上区间均为有限区间,下面把区间的概念拓展为无限区间.
满足不等式-∞ <x<+∞ (全体实数),记为 -∞,+∞( ),即

-∞,+∞( ) = x -∞ <x<+∞{ } ;
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满足不等式a<x<+∞ ,记为 a,+∞( ) ,即 a,+∞( ) = x a<x<+∞{ } ;
满足不等式a≤x<+∞ ,记为 a,+∞[ ) ,即 a,+∞[ ) = x a≤x<+∞{ } ;
满足不等式-∞ <x<b,记为 -∞,b( ) ,即 -∞,b( ) = x -∞ <x<b{ } ;
满足不等式-∞ <x≤b,记为 -∞,b( ] ,即 -∞,b( ] = x -∞ <x≤b{ } .
注意:“-∞ ”和 “+∞ ”分别读作 “负无穷大”和 “正无穷大”,“∞ ”是一个记

号,并不表示一个很大的数,且不能参与运算.
2.邻域

邻域是一个与区间有关的概念.设δ>0,x0 是一个实数,满足不等式x0-δ<x<x0

+δ,即集合 x x-x0 <δ{ } 的全体实数x称为点x0的δ邻域,记为U x0,δ( ) .其中

x0 为邻域的中心,δ为邻域的半径.
如果x在点x0的δ邻域内变化但不能取x0,即x满足不等式0< x-x0 <δ,则称

此邻域为点x0 的去心邻域,记为 Ů x0,δ( ) ,即 Ů x0,δ( )= x 0< x-x0 <δ{ } .
相应地,称U x0,δ( ) 为点x0 的有心邻域,点x0 的有心邻域和去心邻域的几何意义分别

如图1 2 (a)和图1 2 (b)所示.
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图1 2

三、函数的概念

在研究某个问题时,出现的变量都不止一个,常常会有几个变量的变化,它们并不是

孤立的,而是具有相互联系、相互依赖的某种数量关系,先看下面的案例.
【案例1 2】某集团公司的一个下属工厂每天最多能生产某种产品3000件,生产此种

产品的固定成本为20000元,每生产一件产品,成本增加100元,则每天的总成本C 与每

天的产量x (件)之间的关系为

C=20000+100x ,0≤x≤3000或x∈ 0,3000[ ]

【案例1 3】某市市内家庭固定电话的收费标准规定如下:每次通话,首3分钟收费

0.20元,以后按每分钟0.10元计费,尾数不满一分钟的按1分钟计费.以t(以分计)表示

通话时间,以y (以元计)表示需付的通话费,则y 与t之间的关系可以表示为
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y=ft( ) =

0.20, 0<t≤3,

0.30, 3<t≤4,

0.40, 4<t≤5,

︙   ︙

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

或写成

y=ft( ) =

0.20,

0.20+0.10 t-3[ ] +1{ } ,

0.20+0.10t-3( ) ,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0<t≤3,

  t>3,3t≠4,5,6,…,

t=4,5,6,…

其中 t-3[ ] 是取整函数.
上面两个案例虽然实际意义不同,但都有共同的特性.它们都表达了在某一过程中,一

个变量的变化和取值决定着另一变量的变化和取值,这两个变量之间的关系,我们称为函

数关系.
1.函数的定义

定义1 (函数) 设有两个变量x 和y,若变量x 在实数的某一范围D 内任取一个确

定的数值时,变量y 按照一定的规律f 有唯一确定的值与之对应,则称变量y 是定义在集

合D 上的变量x 的函数,记为

y=f x( ) ,x∈D
其中,x 称为自变量,y称为因变量 (或函数),自变量x 的取值范围D 称为函数的定义

域.
对于确定的自变量x0∈D ,函数y=f x( ) 与之对应的变量y 的值y0 称为y=f x( )

在x0 处的函数值,记为

y0=f x0( ) 或y x=x0=y0

当自变量x 在定义域D 内遍取所有数值时,对应的函数值构成的集合称为函数的值

域,记为Rf .

【例1 1】求函数y= 1-x +
1

1+x
的定义域.

解 要使函数有意义,x 必须同时满足不等式1-x≥0且1+x≠0.解不等式,得函数

的定义域为 -∞,-1( ) ∪ -1,1( ] .
【例1 2】设函数

f x( )=
sinx, -4≤x<1,

1,  1≤x<3,

5x-1,x≥3

ì

î

í

ïï

ïï

求f (-π),f(1),f(3.5)及函数的定义域.
解 因为-π∈ [-4,1),所以f (-π)=sin (-π)=0;
因为1∈ [1,3),所以f(1)=1;
因为3.5∈ [3,+∞),所以f(3.5)=5×(3.5)-1=16.5;
函数f(x)的定义域为 [-4,+∞).
2.函数的两个要素

由函数的定义可知,对应规律f 和定义域D 是函数的两个要素,两个函数相同的充分
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必要条件是其定义域D 、对应规律f 分别相同.
【例1 3】判断下列函数是否相同:

(1)y=x+1与y=2x-1;  (2)y= x2 与y= x ;

(3)y= 1+
1
x2 与y=

1+x2

x .

解 (1)因为两个函数的定义域虽相同,但对应规律不同,所以不是同一函数;

(2)因为两个函数的定义域和对应规律都相同,所以是同一函数;

(3)因为函数的定义域虽相同,但对应规律不同,所以不是同一函数.

四、函数的几个特性

1.有界性

设函数f x( ) 在区间I上有定义,如果存在正数M ,使得对一切x∈I,都有

f x( ) ≤M
则称函数f x( ) 在区间I上有界,否则称f x( ) 在区间I上无界,如图1 3所示.

�

Z

Y

.

0

.

.

Z  

Z  �.

图1 3

例如,函数 f x( ) =sinx 在定义域 -∞,+∞( ) 上有界,因为对于任意的 x ∈

-∞,+∞( ) ,sinx ≤1都成立.
注意:函数的有界性与其讨论的定义区间有关.

2.单调性

设函数f x( ) 在区间I上有定义,x1 和x2 是区间I内任意两点,并且x1 <x2,则

(1)若f(x1)<f(x2),则称函数f(x)在区间I上是单调增加;

(2)若f(x1)>f(x2),则称函数f(x)在区间I上是单调减少.
相应地,I称为函数f(x)的单调增加 (或减少)区间.单调增加函数,单调减少函数统

称为单调函数.
单调增加函数,其相应的曲线随x 增大而上升;单调减少函数,其相应的曲线随x 增

大而下降,如图1 4 (a)和图1 4 (b)所示.
例如,函数y=x2在 -∞,0( ) 内单调减少,在 0,+∞( ) 内单调增加;又如y=x3

在其整个定义域 -∞,+∞( ) 内是单调增加的.
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图1 4

如果将f(x1)<f(x2)和f(x1)>f(x2)改为f(x1)≤f(x2)和f(x1)≥f(x2),

则称函数f(x)在I上单调不减和单调不增的.单调不减和单调不增函数也称为单调函数.

3.奇偶性

设函数f(x)在关于原点对称的区间D 内有定义,如果对于任意的x∈D ,总有

(1)f -x( ) =f x( ) ,则称函数f(x)为偶函数;

(2)f -x( ) =-f x( ) ,则称函数f(x)为奇函数.
偶函数的图形关于y 轴对称,奇函数的图形关于原点对称,如图1 5 (a)和图

1 5 (b)所示.

 
Z

Y

( )Z G Y=

Y− Y

�D�

Z

Y

( )Z G Y=

Y−
Y

�E�

"" "

"

0 0

�

�

图1 5

例如,y=x2+1与y=cosx 在 -∞,+∞( ) 上是偶函数,y=x3 与y=sinx 在

-∞,+∞( ) 上是奇函数.

4.周期性

设函数f(x)的定义域为D ,如果存在一个正数T ,使得对任意的x∈D (x+T ∈
D ),总有

f x+T( ) =f x( )

则称f(x)为周期函数,称T 为函数f(x)的周期.通常我们所说的函数f(x)的周期是指

f(x)的最小正周期.
周期为T 的函数,在其定义域内长度为T 的区间上,函数的图形具有相同的形状,如

图1 6所示.
例如,y=sinx 和y=cosx 都是以2π为周期的函数,y=tanx 和y=cotx 都是以π为周
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期的函数.
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图1 6

五、初等函数

1.基本初等函数

以下五类函数,称为基本初等函数.
(1)幂函数:y=xα (α为实数);
(2)指数函数:y=ax (a>0且a≠1);
(3)对数函数:y=logax(a>0且a≠1);
(4)三角函数:y=sinx,y=cosx,y=tanx,y=cotx,y=secx,y=cscx;
(5)反三角函数:y=arcsinx,y=arccosx,y=arctanx,y=arccotx.
为了方便起见,很多时候也把多项式函数y=anxn +an-1xn-1+…+a1x+a0 看作基

本初等函数,这些函数是研究其他函数的基础.
下面将一些常用的基本初等函数的定义域、值域和特性列表说明如下:

函数类型 函数 定义域值域 图形 特性

幂

函

数

y=x
x∈ (-∞,+∞)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y

Z Y=

2

�

�

奇函数,

单调增加

y=x2
x∈ (-∞,+∞)

y∈ 0,+∞[ )

 Z

Y

2y x=

2

�

�

偶函数,

在 (-∞,0)内单调减

少,

在 (0,+∞)内单调增

加

y=x3
x∈ (-∞,+∞)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y

3y x=

2

�

�

奇函数,

单调增加

y=x-1
x∈ (-∞,0)∪ (0,+∞)

y∈ (-∞,0)∪ (0,+∞)

 Z

Y

1y x−=

2

�

�

奇函数,

在 (-∞,0)和 (0,

+∞)内单调减少

y=x
1
2

x∈ 0,+∞[ )

y∈ 0,+∞[ )

 Z

Y

1
2y x=

2

�

�

单调增加
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续表

函数类型 函数 定义域值域 图形 特性

指

数

函

数

y=ax

(0<a<1)
x∈ (-∞,+∞)

y∈ (0,+∞)

Z

Y

xy a=

2

�
单调减少

y=ax

(a>1)
x∈ (-∞,+∞)

y∈ (0,+∞)

 Z

Y

xy a=

2

�
单调增加

对

数

函

数

y=logax
(0<a<1)

x∈ (0,+∞)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y
2

�

logay x=

单调减少

y=logax
(a>1)

x∈ (0,+∞)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y

logay x=

2 �

单调增加

三

角

函

数

y=sinx
x∈ (-∞,+∞)

y∈ -1,1[ ]

 Z

Y
2

�

��

2?−?
siny x=

?

奇函数,周期2π,有界,

在 2kπ-
π
2
,2kπ+

π
2( )

内单调增加,在

2kπ+
π
2
,2kπ+

3π
2( ) 内

单调减少 (k∈Z)

y=cosx
x∈ (-∞,+∞)

y∈ -1,1[ ]

 Z

Y
2

�

��

−?
cosy x=

?

偶函数,周期 2π,有

界,在 (2kπ,2kπ+
π)内 单 调 减 少,在

(2kπ+π,2kπ+2π)

内单调增加 (k ∈Z)

y=tanx
x≠kπ+

π
2
(k ∈Z)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y
2

tany x=

2
?

2−
?

奇 函 数,周 期 π,在

(kπ-
π
2
,kπ+

π
2
)内

单调增加 (k∈Z)

y=cotx
x≠kπ (k ∈Z)

y∈ (-∞,+∞)

 Z

Y
2

coty x=

2
?

2−
?−? ?

奇 函 数,周 期 π,在

(kπ,kπ+π)内单调减

少 (k∈Z)
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续表

函数类型 函数 定义域值域 图形 特性

反

三

角

函

数

y=arcsinx
x∈ -1,1[ ]

y∈ -
π
2
,π
2[ ]

 Z

Y
2

arcsiny x=
2
?

2−
?

���

奇函数,

单调增加,

有界

y=arccosx
x∈ -1,1[ ]

y∈ 0,π[ ]

 Z

Y
2

arccosy x=
2
?

���

?
单调减少,

有界

y=arctanx
x∈ (-∞,+∞)

y∈ -
π
2
,π
2( )

 Z

Y
2

arctany x=

2
?

2−
?

奇函数,

单调增加,

有界

y=arccotx
x∈ (-∞,+∞)

y∈ 0,π[ ]

 Z

Y
2

arccoty x=
2
?

? 单调减少,

有界

2.复合函数

定义2 (复合函数) 设函数y=f u( ) ,u=φx( ) ,如果u=φx( ) 的值域全部或部

分属于y=fu( ) 的定义域,则y 通过u 是x 的函数,这个函数称为由y=fu( ) 及u=
φx( ) 复合而成的复合函数,记为

y=f φx( )[ ]

其中u 称为中间变量,x 为自变量.
必须指出,不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数的.例如,y=lnu,u=-2-

x2 就不能复合成一个复合函数,因为u=-2-x2 的值域是 -∞,-2( ] ,而y=lnu 的

定义域是 0,+∞( ) ,二者的交集是空集,因此不能复合.
【例1 4】已知y=lnu ,u=x2,试把y 表示为x 的函数.
解 因为y=lnu ,而u=x2,u 是中间变量,所以y=lnu=x2.

【例1 5】已知y=u2,u=sinv,v=
x
2

,试把y 表示为x 的函数.

解 不难看出,这里的u 、v 分别是中间变量,所以y=u2=sin2v=sin2
x
2 .

【例1 6】写出由函数y=log2u ,u=1-v,v=ex 构成的复合函数,并求其定义域.
解 所求的复合函数为y=log2 1-ex( ) .由对数函数的定义域可知,所求符合函数的

定义域为 -∞,0( ) .
【例1 7】分解下列符合函数:

(1)y=ax2 -1;(2)y=cos99x ;(3)y=esin 2x+3( ) ;(4)y= lg1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ .
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解 (1)函数y=ax2 -1可以分解为y=au ,u=x2-1;
(2)y=cos99x 可以分解为y=u99 ,u=cosx ;
(3)y=esin 2x+3( ) 可以分解为y=eu ,u=sinv,v=2x+3;

(4)y= lg1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 可以分解为y= u ,u=lgv,v=1+

1
x .

3.初等函数

定义3 (初等函数) 由常数和基本初等函数,经过有限次四则运算和有限次复合而

成的,并且能用一个解析式表示的函数,称为初等函数.

例如,y=
x2+sin2x-1( )

x
,y=ln a2+x4 ,y=cos2x 都是初等函数,分段函数不

是初等函数,如符号函数.

y=sgnx=
-1,x<0,

0,x=0,

1,x>0

ì

î

í

ïï

ïï

和绝对值函数y= x =
-x,x<0,

x,x≥0{ 不是初等函数.

六、常用的经济函数

1.需求函数

需求是指消费者在某一特定时期内,在各种可能的价格水平下愿意并能够购买的商品

数量,影响需求的因素很多.如果除价格P 外,其他影响因素都不变,则价格P 是决定需

求量Qd 的唯一因素,可认为Qd 是P 的函数,称为需求函数,记作

Qd =f P( ) ,P ≥0
通常假设需求函数是单调减少的,即商品的需求量随价格的上升而减少,随价格的下

降而增加,需求函数的图形称为需求曲线,如图1 7所示.需求函数的反函数P=f-1 Q( )

(Qd 和后面的Qs 有时都用Q 表示)在经济学中也称为需求函数.
 

1

2

0

( )dQ f P=

图1 7

2.供给函数

供给是指生产者在某一特定时期内,在各种可能的价格水平下,愿意并能够提供的某

种商品的数量,影响供给的因素很多.如果除价格P 外,其他影响因素都不变,则价格P
是决定需求量Qs 的唯一因素,可认为Qs 是P 的函数,称为供给函数,记作

Qs =g P( ) ,P ≥0
通常假设供给函数是单调增加的,即商品的供给量随价格的上升而增加,随价格的下

降而减少.供给函数的图形称为供给曲线,如图1 8所示.P0 在经济学上应理解为,只有

当价格超过P0 时,生产者才开始提供产品.
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1

2

0

( )sQ g P=

1�

图1 8

市场上使得某种商品的需求量与供给量一致时的商品数量称为均衡数量,此时商品的

价格称为均衡价格.相应地,当Qd >Qs 时,称Qd -Qs 超额需求;当Qs>Qd 时,称Qs

-Qd 超额供给.市场上商品供过于求 (Qs >Qd )时,价格下降;供不应求 (Qd >Qs )
时,价格上升.

【例1 8】已知商品的供给函数是Qs =2P-4,需求函数是Qd =50-4P ,试求该商

品的均衡价格和均衡数量.
解 由均衡条件Qd =Qs ,得2P-4=50-4P ,
解方程得市场的均衡价格P=9,均衡数量为Q=Qd =Qs =14.
当该商品的价格低于9时,需求大于供给;当该商品的价格高于9时,供给大于需求.
3.成本函数

(1)总成本函数.总成本是指厂商生产一定量产品所需要的成本总额,它包括固定成

本和可变成本.
固定成本是指在一定的产量范围内,不随产量变动而变动的成本,如厂房或设备的租

金、固定资产折旧、管理人员的工资等;可变成本是指随着产量的变动而变动的成本,如

原材料和燃料的费用等.
假设用Q 表示产品数量,C 表示总成本,FC 表示固定成本,VC 表示可变成本,则C 和

Q 之间关系可以表示为

C=C Q( ) =FC+VC Q( )

该函数称为总成本函数.
通常情况下,总成本函数是单调增加的,因为其中的可变成本随产量的增加而增加,

总成本必然随之增加;固定成本非负.
(2)平均成本.平均成本是指生产每一单位产品平均所需要的成本,它等于总成本除

以产量.若用AC 表示平均成本,则平均成本函数为

AC=
C Q( )

Q
,Q >0

【例1 9】设生产某种产品的固定成本为20万元,每生产一件产品需要增加0.5万元,
试写出总成本函数和平均成本函数.

解 由题意知,固定成本FC=20,可变成本VC=0.5Q .
所以总成本函数为

C=C Q( ) =20+0.5Q
平均成本函数为

AC=
C Q( )

Q =
20+0.5Q

Q =
20
Q +0.5
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4.收益函数

(1)总收益函数.总收益是指厂商出售产品 (或提供服务)得到的全部货币收入,即

产品的价格与销售量的乘积.如果用R 表示总收益,P 表示产品的销售价格,Q 表示销售量,
则总收益R 与销售量Q 之间的关系可以表示为

R=R Q( ) =P·Q=f-1 Q( )·Q
该式称为总收益函数.显然,R 0( ) =0,即未出售商品时,总收益为0.

(2)平均收益函数.平均收益是指厂商出售每单位产品所获得的平均收入,它等于总

收益R 除以产品的销量Q .若用AR 表示平均收益,则平均收益函数可以表示为

AR=AR Q( ) =
R Q( )

Q =
P·Q
Q =f-1 Q( )

5.利润函数

利润是指生产中获得的总收益与投入的总成本之间的差额.若用L 表示利润,则利润函

数可以表示为

L=L Q( ) =R Q( ) -C Q( )

【例1 10】设生产某种产品的固定成本为40000元,每生产一件产品需要增加100

元,产品的需求函数是P=400-
1
2Q

,试求总收益函数和利润函数.

解 由题意知,固定成本FC=40000,可变成本VC=100Q .
所以总成本函数为

C=40000+100Q
总收益函数为

R=P·Q= 400-
1
2Q

æ

è
ç

ö

ø
÷·Q=400Q-

1
2Q

2

从而利润函数为

L=L Q( ) =R Q( ) -C Q( )

= 400Q-
1
2Q

2æ

è
ç

ö

ø
÷- 40000+100Q( ) =300Q-

1
2Q

2-40000

习题1 1
(1)下列各题中的两个函数是否相同,为什么?

 ①f x( ) = x2 与g x( ) =x ;
 ②f x( ) =1与g x( ) =sin2x+cos2x ;
 ③f x( ) =lgx2 与g x( ) =2lgx ;

 ④f x( ) = x 与g x( ) =x2+1.
(2)求下列函数的定义域.

 ①y=
2x

x2-3x+2
;       ②y= x2-4x+3;

③y=
lg3-x( )

x -1
;  ④y=arccos3-x( ) .

(3)已知函数f x( ) =x-
1
x

,求f
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f f x( )[ ] .

—31—



(4) 已 知 函 数 f x( ) =4x2 -2x +1, 求 f x( ) ,f0( ) ,f -1( ) ,f -x( ) ,

fs-t( ) 的值.
(5)若f0( ) =-2,f3( ) =19,求线性函数f x( ) =ax+b,并求f1( ) ,f -2( ) .
(6)确定下列函数的奇偶性.

 ①f x( ) =x4-2x2+1;      ②f x( ) =
2x -1
2x +1

;

③f x( ) =e-x2 +x ;        ④f x( ) =coslgx( ) .
(7)在下列各题中,求由所给函数复合而成的函数.

 ①y= u ,u=x3+1;

 ②y=10u ,u=sinx+x ;

 ③y=lnu ,u=3v ,v=sinx ;

 ④y=arctanu ,u=v2,v=ew ,w=1+x2.
(8)下列函数是由哪些简单函数复合而成的?

 ①y= 3x+2;          ②y=a-2x ;

 ③y= sin x ;  ④y=lg2arccosx.
(9)已知某时期内某种商品的需求函数为Qd=50-5P ,供给函数为Qs=-10+5P ,

求均衡价格和均衡数量.
(10)假设某厂的总成本函数是C Q( ) =Q3-10Q2+12Q+12,则该厂的固定成本、可

变成本和平均成本分别是什么?

(11)已知某种产品的需求函数为P=10-
1
5Q

,固定成本为50元,每生产一单位产

品,成本增加2元.求总收益函数、平均收益函数、总利润函数以及产量为10单位时的总

利润.

第二节 极限

在实际问题中,当我们建立了变量之间的函数关系后,有时还需要考察变量的变化规

律,特别是考察变量在某个变化过程中的变化趋势.

一、数列的极限

【案例1 4】我国魏晋时期的数学家刘徽通过等分圆周求圆内接正多边形的面积,进而

推导出圆的面积公式.这就是极限思想在几何上的应用.
设有一圆,先作它的内接正三角形,其面积记作S1;再作内接正六边形,其面积记作

S2;再作内接正十二边形,其面积记作S3;照此下去,得到一系列圆的内接正多边形的面

积:

S1 ,S2 ,S3 ,S4 ,… ,Sn ,…
这些面积构成一个数列,n 越大,Sn 就越接近圆的面积S.设想n 无限增大,则Sn 也

无限接近于S.我们称S 为数列S1,S2,S3,S4,… ,Sn ,… 当n无限增大时的极限,也说

这个数列的极限是S.应当指出的是,无论n如何大,Sn 只能和S 无限接近而不会等于S ,
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也不会大于S ,这正是极限思想的关键所在.
定义4 (数列的极限) 对于数列 xn{ } ,如果当n 无限增大 (即n→ ∞ )时,数列

的一般项xn 无限地接近于某一个常数A ,则称常数 A 为数列 xn{ } 的极限,也称数列

xn{ } 收敛于A .记作

lim
n→∞

xn =A 或者xn →A (n→ ∞ )

前式读作 “当n 无限增大 (即n→ ∞ )时,xn 的极限等于A ”;后式读作 “当n趋于

无穷大时,xn 趋于A ”.
如果数列没有极限,则称数列是发散的.

【例1 11】求lim
n→∞

n+1
n .

解 lim
n→∞

n+1
n =lim

n→∞
1+

1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,由于lim

n→∞

1
n =0,所以

lim
n→∞

n+1
n =1

【例1 12】求lim
n→∞

2+
1
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

解 由于lim
n→∞

1
n2=0,所以

lim
n→∞

2+
1
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷=2

【例1 13】求lim
n→∞

n - n-1( ) .

解 由于 n - n-1=
n - n-1( ) n + n-1( )

n + n-1
=

1
n + n-1

,当n→ ∞

时,n + n-1→ ∞ ,从而 1
n + n-1

→0,所以

lim
n→∞

n - n-1( ) =0

二、函数的极限

1.当x→ ∞ 时,函数f x( ) 的极限

当自变量x→ ∞ ,是指x 的绝对值 x 无限增大,它包含以下两种情况:
(1)x→+∞ ,表示x>0,x 无限增大;
(2)x→-∞ ,表示x<0,x 无限增大.

考察当x→∞ 时,函数f x( ) =
1
x

的极限.由图1 9可以看出,当x 取正值而绝对值

逐渐增大 (即x→+∞ )时,函数f x( ) =
1
x

图形上相应的点沿着曲线f x( ) 逐渐接近x

轴;当x 取负值而绝对值逐渐增大 (即x→-∞ )时,函数f x( ) =
1
x

图形上相应的点沿

着曲线f x( ) 也逐渐接近x 轴,即当 x 无限增大时,f x( ) 的值无限接近于0.因此,当

x→ ∞ 时,f x( ) =
1
x →0.
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Y

Z

0

1y
x

=

图1 9

对于这种变化过程,给出下列定义:
定义⑤ (当x→∞时,函数f x( ) 的极限) 如果当 x 无限增大 (即x→∞ )时,

函数f x( ) 无限趋近于一个确定的常数A ,那么就称f x( ) 当x → ∞ 时存在极限A ,称

常数A 为当x→ ∞ 时函数f x( ) 的极限,记作

lim
x→∞

f x( ) =A 或f x( ) →A (x→ ∞ )

类似地,如果当x→+∞ (或x→-∞ )时,函数f x( ) 无限趋近于一个确定的常数

A ,那么就称f x( ) 当x→+∞(或x→-∞ )时存在极限A ,称常数A 为当x→+∞(或

x→-∞ )时函数f x( ) 的极限,记作

lim
x→+∞

f x( ) =A (或lim
x→-∞

f x( ) =A )

显然,lim
x→∞

f(x)=A 的充分必要条件是lim
x→+∞

f(x)=lim
x→-∞

f(x)=A .

【例1 14】作出函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

和y=2x 的图形,并判断下列极限.

(1)lim
x→+∞

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

; (2)lim
x→-∞
2x .

解 分别作出函数y=
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

和y=2x 的图形,如图1 10所示.从图形可以看出, 

lim
x→+∞

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=0;lim
x→-∞
2x =0.

Y

Z

2

�

2xy=� x1
2

y=

图1 10

【例1 15】讨论函数y=1+
1
x2 当x→ ∞ 的极限.

解 函数y=1+
1
x2 的图形如图1 11所示.
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从图形可以看出,当x→+∞ 时,y=1+
1
x2 →1;

当x→-∞ 时,y=1+
1
x2→1.因此,当 x 无限增大 (即x→∞ )时,函数y=1

+
1
x2 无限地接近于常数1,即lim

x→∞
1+

1
x2

æ

è
ç

ö

ø
÷=1.

Y

Z

�

�

2

11y
x

= +

图1 11

2.当x→x0 时,函数f x( ) 的极限

自变量x→x0 是指沿x 轴x 从x0 的两侧向x0 无限接近,包括两种情况:
(1)x→x+

0,表示x 从大于x0 的方向趋近于x0;
(2)x→x-

0,表示x 从小于x0 的方向趋近于x0.
先考察两个例子,观察当x→2时,函数y=x+1的变化趋势 (图1 12).本例中函

数y=x+1在x=2有定义.从图1 12可以看出,无论x 从小于2的方向趋近于2,还是

从大于2的方向趋近于2,函数y=x+1的值总是随着自变量x 的变化从两个不同的方向

愈来愈接近于3,所以说,当x→2时,y=x+1→3.

函数y=
x2-1
x-1

的定义域为 -∞,1( ) ∪ 1,+∞( ) ,在x=1处函数没有定义.从

图1 13可以看出,自变量x无论从小于1的方向趋近于1,还是从大于1的方向趋近于1,

函数y=
x2-1
x-1

的值都从两个不同的方向愈来愈接近于2.我们研究当x 趋近于1时函数

y=
x2-1
x-1

的变化趋势,并不计较函数在x=1处是否有定义,而是关心函数在x=1的邻

域 (特别是x∈Ů1,δ( ) )的函数值的变化趋势.因此,对于这个例子,仍说当x→1时,

y=
x2-1
x-1 →

2.

Y

Z

�

�

�

�

��
Y

Z

2 1
1

xy x
−= −

�

�

� � ��

Z�Y��

图1 12                   图1 13
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对于上面两个例子函数的变化趋势,给出如下定义:
定义6 (x→x0 时,函数f x( ) 的极限) 设函数f x( ) 在点x0 的某邻域内 (点x0

可以除外)有定义,如果当x→x0时,函数f x( ) 无限趋近于一个常数A ,则称A 为当x
→x0 时函数f x( ) 的极限,记作

lim
x→x0

f x( ) =A 或f x( ) →A (x→x0)

类似地,(1)如果x从大于x0的方向趋近于x0 (即x→x+
0),函数f x( ) 无限趋近于

一个常数A ,则称函数f x( ) 在x0处存在右极限A ,称数A 为当x→x0时函数f x( ) 的

右极限,记作

lim
x→x+

0

f x( ) =A 或简记为f x0+0( ) =A 或f x( ) →A (x→x+
0 )

(2)如果x 从小于x0 的方向趋近于x0 (即x→x-
0)时,函数f x( ) 无限趋近于一个

常数A ,则称函数f x( ) 在x0处存在左极限A ,称数A 为当x→x0时函数f x( ) 的左极

限,记作

lim
x→x-

0
f x( ) =A 或简记为f x0-0( ) =A 或f x( ) →A (x→x-

0 )

函数f(x)的左、右极限统称为单侧极限.
显然,lim

x→x0
f x( ) =A 的充要条件是lim

x→x-
0
f x( ) =lim

x→x+
0

f x( ) =A .

【例1 16】求下列极限.
(1)f x( ) =x ,lim

x→x0
f x( ) ;  (2)f x( ) =C (C 为常数),lim

x→x0
f x( ) .

解 (1)因为当x→x0 时,f x( ) =x 的值无限趋近于x0,所以有

lim
x→x0

f x( ) =lim
x→x0

x=x0

(2)因为当x→x0 时,f x( ) 的值恒等于C ,所以

lim
x→x0

f x( ) =lim
x→x0

C=C

由此可见,常数的极限是其本身.

【例1 17】已知f x( ) =
x, x≥2,

2  x<2,{ 求lim
x→2

f x( ) .

解 因为lim
x→2+

f x( ) =lim
x→2+

x=2,lim
x→2-

f x( ) =lim
x→2-
2=2,即lim

x→2+
f x( ) =lim

x→2-
f x( ) =2,

所以

lim
x→2

f x( ) =2

【例1 18】考察分段函数:

f x( ) =

x2+1,x<1,

1
2

,  x=1,

x-1, x>1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

在x→1时的极限.
解 如图1 14所示,因为lim

x→1+
f x( ) =lim

x→1+
x-1( ) =0,lim

x→1-
f x( ) =lim

x→1-
x2+1( ) =2,

即f x( ) 在x→1时的左、右极限不相等,因此lim
x→1

f x( ) 不存在.
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Z

2 �

�

�
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图1 14

【例1 19】考察x→0+ 时,函数y=lnx 的极限是否存在.
解 由图1 15可以看出,当x→0+ 时,函数y=lnx 取负值,且其绝对值无限增大,

即当x→0+ 时,函数y=lnx 的极限不存在,记作lim
x→0+
lnx=-∞ .

Y

Z

��

图1 15

lim
x→0+
lnx=-∞ 的几何意义是,曲线y=lnx 在x=0的右侧沿着y 轴的负方向无限延伸

时,与直线x=0越来越接近.一般地,若lim
x→x-

0
f x( ) =∞ 或lim

x→x+
0
f x( ) =∞ 成立,则称直线

x=x0 为曲线y=f x( ) 的垂直渐近线.在此,我们也给出水平渐近线的概念.若函数y=

f x( ) 的定义域是无限区间,且有lim
x→+∞

f x( ) =C 或lim
x→-∞

f x( ) =C ,则直线y=C 称为曲线

y=f x( ) 的水平渐近线.

习题1 2
(1)观测下列数列当n→ ∞ 时的变化趋势,存在极限的写出极限.

 ①xn = -1( ) n 1
n

;        ②xn =
n

3n+2
;

③xn =sin
nπ
2

;        ④xn =
1
2n+1 .

(2)求下列数列的极限.

 ①lim
n→∞

n-1
2n2

;        ②lim
n→∞

n2+2- n2( ) ;

③lim
n→∞

1+ -1( ) n

n
;      ④lim

n→∞

1
1·2+

1
2·3+…+

1
n· n+1( )

é

ë
êê

ù

û
úú .

(3)求下列函数的极限.
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 ①lim
x→+∞

1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

;       ②lim
x→-∞

1
x3

;

③lim
x→1
lnx ;        ④lim

x→π
cosx.

(4)已知f x( ) =
x, x≥0,

sinx,x<0,{ 求lim
x→0

f x( ) .

(5)设f x( ) =
x2+1,x<0,

x,  x≥0,{ 作出f x( ) 的图形,求lim
x→0-

f x( ) 及lim
x→0+

f x( ) ,问

lim
x→0

f x( ) 是否存在?

第三节 极限的运算法则

前面我们介绍了函数极限的概念,求出了一些简单函数的极限.要想求出结构较为复杂

的函数极限,就要使用函数极限的四则运算法则.
如果limf x( ) =A ,limg x( ) =B ,那么

(1)lim f(x)±g(x)[ ] =limf(x)±limg(x)=A±B ;

特别地,若limfi(x)(i=1,2,…,n)都存在,则

lim f1 x( ) ±f2 x( ) ±…±fn x( )[ ] =limf1 x( ) ±limf2 x( ) ±…±limfn x( ) .
(2)lim f(x)·g(x)[ ] =limf(x)·limg(x)=A·B ;

特别地,①若limf(x)=A ,C 为常数,则limC·f(x)=C·limf(x)=C·A ;

②若limf(x)=A ,n∈Z+,则lim[f(x)]n =[limf(x)]n =An .

(3)limf(x)
g(x)=

limf(x)
limg(x)=

A
B
(B ≠0).

【例1 20】求lim
x→1
3x2+2x-4( ) .

解 原式=lim
x→1
3x2( ) +lim

x→1
2x( ) +lim

x→1
-4( ) =3lim

x→1
x2+2lim

x→1
x+lim

x→1
-4( )

=3lim
x→1

x( ) 2+2lim
x→1

x+lim
x→1

-4( )=3×1+2×1-4=1.

从本例的计算知,对多项式Pn x( ) =a0xn +a1xn-1+…+an a0 ≠0( ) , 有

lim
x→x0

Pn x( ) =a0xn
0+a1xn-1

0 +…+an

【例1 21】求lim
x→2

x2-4
x2+2x-8

.

解 显然,分子、分母的极限都是0,不能直接用商的极限公式.当x →2时,由于分

子与分母都有一个以0为极限的公因子x-2,可以将分子与分母因式分解,约去公因子

x-2后,再求极限.

原式=lim
x→2

x-2( ) x+2( )

x-2( ) x+4( )
=lim

x→2

x+2
x+4=

lim
x→2

x+2( )

lim
x→2

x+4( )
=
4
6=

2
3 .

【例1 22】求lim
x→∞

x3+x2+4
3x3+1

.
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解 原式 =lim
x→∞

1+
1
x +

4
x3

3+
1
x3

=
lim
x→∞

1+
1
x +

4
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

lim
x→∞

3+
1
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷

=
1
3 .

用同样的方法可得公式:

      lim
x→∞

a0xn +a1xn-1+…+an-1x+an

b0xm +b1xm-1+…+bn-1x+bm

       =lim
x→∞

a0xn-m +a1xn-1-m +…+an-1x1-m +anx-m

b0+b1x-1+…+bn-1x1-m +bmx-m =

0, m >n,

a0

b0
,m=n,

∞, m <n.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中a0 ≠0,b0 ≠0,m 、n 为正整数.

【例1 23】求lim
x→1

1
x-1-

2
x2-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

解 当x→1时, 1
x-1

和 2
x2-1

均趋于无限大,因此,不能用极限的四则运算法则.

应先进行通分,然后再求极限.

原式=lim
x→1

x-1
x2-1

=lim
x→1

1
x+1=

1
2 .

【例1 24】求lim
x→+∞

x+1- x( ) .

解 因为当x→+∞ 时, x+1和 x 都无限增大,从而都没有极限,所以不能利用

极限的四则运算法则求极限.须将其变形,然后再求极限.

原式 =lim
x→+∞

x+1- x( ) x+1+ x( )

x+1+ x( )
=lim

x→+∞

1
x+1+ x

=0.

对于复合函数的极限,有以下结论:设函数y=f φx( )[ ] 是由函数y=fu( ) 与u=

φx( ) 复合而成的复合函数.若limφ x( ) =u0,lim
u→u0

fu( ) =A ,则有

limf φ x( )[ ] =lim
u→u0

fu( ) =A

这个结论对limφx( ) =∞ ,lim
u→∞

fu( ) =A 也成立.

习题1 3
求下列极限:

(1)lim
n→∞

n+1( ) n+2( ) n+3( )

n3
;     (2)lim

n→∞

1
n2+

2
n2+…+

n
n2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

(3)lim
x→1
2x3-x+4( ) ;     (4)lim

x→1

x2+2x-3
x2-1

;

(5)lim
x→∞

x2+4
3x3+1

;        (6)lim
x→1

1
x-1+

3x-1
1-x2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;

—12—



(7)lim
x→4

x-4
x+1-3

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;     (8)lim

x→ 3

x2-3
x2+1

;

(9)lim
h→0

x+h( ) 2-x2

h
;     (10)lim

x→∞
2-

1
x +

2
x3

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

第四节 无穷大量与无穷小量

一、无穷大量

考察函数f x( ) =
1

x-1
.由图1 16知,当x 从x=1的左、右两个方向无限趋近于1

时,f x( ) 的绝对值都无限地增大.对于这种变化趋势,我们给出以下定义.
定义7 (无穷大量) 如果x→x0 时,函数f x( ) 的绝对值无限增大,那么就称函数

f x( ) 为当x→x0 时的无穷大量,简称无穷大,记为lim
x→x0

f x( ) =∞ .

Y

Z

2 �

图1 16

例如,当x→1时, 1
x-1

无限增大,所以 1
x-1

是当x→1时的无穷大.

上述x→x0 时的无穷大,很容易推广到x→x+
0,x→x-

0,x→ ∞ ,x→+∞ ,x→-

∞ 时的情形.
例如,当x→+∞ 时,2x 总取正值且无限增大,所以2x 是当x→+∞ 时的无穷大.
注意:(1)一个函数f x( ) 的无穷大,是与自变量x 的变化过程紧密相连的,因此必

须指明自变量x 的变化过程.
(2)不要把绝对值很大的常数说成是无穷大,无穷大表示的是一个函数,这个函数的

绝对值在自变量某个变化过程中的变化趋势是无限增大.

二、无穷小量

1.无穷小的定义

考察函数f x( ) =x-1,由图1 17可知,当x 从x=1的左、右两个方向无限趋近于

1时,f x( ) 都无限地趋向于0.对于这种变化趋势,我们给出以下定义.
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定义8 (无穷小量) 如果 x →x0 时,函数 f x( ) 的极限为0,那么就称函数

f x( ) 为当x→x0 时的无穷小量,简称无穷小,记为lim
x→x0

f x( ) =0.

Y

Z

0 �

��

图1 17

例如,因为lim
x→1

x-1( ) =0,所以x-1是当x→1时的无穷小.

上述x→x0 时的无穷小,也能推广到x→x+
0,x→x-

0,x→∞ ,x→+∞ ,x→-∞
时的情形.

例如,因为lim
x→∞

1
x2=0,所以函数 1

x2 是当x→ ∞ 时的无穷小.

注意:(1)一个函数f x( ) 的无穷小,是与自变量x 的变化过程紧密相连的,因此必

须指明自变量x 的变化过程.
(2)不要把绝对值很小的常数说成是无穷小,无穷小表示的是一个函数,这个函数在

自变量某个变化过程中的极限为0.
2.无穷小与函数极限的关系

定理1 函数f(x)在自变量的某个变化过程中,具有极限A 的充要条件是函数f(x)
可以表示为A 与一个自变量在这个变化过程时的无穷小之和.即

limf(x)=A⇔f(x)=A+αx( )

其中limαx( ) =0.
3.无穷小的性质

有关无穷小的运算有如下性质:
性质1 有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量.
性质2 有限个无穷小量的乘积为无穷小量.
性质3 有界变量与无穷小量的乘积为无穷小量.
推论1 常量与无穷小量的乘积仍是无穷小量.

【例1 25】求lim
x→0

xsin1x .

解 因为lim
x→0

x=0,所以x 是x→0时的无穷小.而 sin1x ≤1,所以sin1x
是一个

有界函数.根据上述性质3,可知lim
x→0

xsin1x =0.

【例1 26】求lim
x→0

x3

x
,lim

x→0

5x
x

,lim
x→0

x
x3 .

解 显然,当x→0时,函数x ,x3,5x 均趋向于0,即它们都是无穷小,而
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lim
x→0

x3

x =lim
x→0

x2=0,lim
x→0

5x
x =lim

x→0
5=5,lim

x→0

x
x3=lim

x→0

1
x2=∞ .

从该例题可以看出,无穷小量之商不一定是无穷小,这是两个无穷小量趋于0的速度

可能不同.
3.无穷小量阶的比较

设αx( ) 、βx( ) 是同一变化过程中的两个无穷小量.

(1)若limαx( )

βx( )
=c(c是不等于零的常数),则称αx( ) 与βx( ) 是同阶无穷小.

(2)若limαx( )

βx( )
=1,则称αx( ) 与βx( ) 是等价无穷小,记作αx( ) ~βx( ) .

(3)若limαx( )

βx( )
=0,则称αx( ) 是比βx( ) 高阶的无穷小,记作αx( ) =oβx( )( ) .

(4)若limαx( )

βx( )
=∞ ,则称αx( ) 是比βx( ) 低阶的无穷小,记作βx( ) =oαx( )( )

.
在上面的无穷小量αx( ) 和βx( ) 的比较中,等价无穷小在极限的运算中最重要,从下

面的定理可以看出.

定理2 在自变量的某变化过程中,若αx( ) ~α'x( ) ,βx( ) ~β'x( ) ,且limα'x( )

β'x( )

存在,则

limαx( )

βx( )
=lim

α'x( )

β'x( )

在求极限时,分子、分母或函数中的乘积因式可用其等价无穷小来代替,若选取得当,
可使计算大大简化.

常用等价无穷小:当x→0时,有

sinx ~x,tanx ~x,1-cosx ~
1
2x

2,arctanx ~x,arcsinx ~x,

ln1+x( ) ~x,e
x
-1~x,1+x( )α -1~αx.

【例1 27】计算下列极限.

(1)lim
x→0

tan2x
sin5x

;  (2)lim
x→0

1+x( )
1
2 -1

sinx
;  (3)lim

x→0

sinx
x3+3x

.

解 (1)当x→0时,tan2x ~2x ,sin5x ~5x ,所以

lim
x→0

tan2x
sin5x =lim

x→0

2x
5x=

2
5

(2)当x→0时,1+x( )
1
2 -1~

1
2x

,sinx ~x ,所以

lim
x→0

1+x( )
1
2 -1

sinx =lim
x→0

1
2x

x =
1
2

(3)当x→0时,sinx ~x ,所以

lim
x→0

sinx
x3+3x

=lim
x→0

x
x3+3x

=lim
x→0

1
x2+3

=
1
3
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三、无穷大与无穷小的关系

无穷大与无穷小之间有着密切的关系,函数f x( ) =
1

x-1
是当x→1时的无穷大,它

的倒数 1
f x( )

=x-1则成为x→1时的无穷小;而函数f x( ) =
1

x-1
是当x→ ∞ 时的无

穷小,它的倒数 1
f x( )

=x-1则成为x→∞ 时的无穷大.总结这些规律,可得到下述定理.

定理3 自变量在某变化过程中的无穷大量的倒数是无穷小,反之,自变量在某变化

过程中不为0的无穷小量的倒数为一个无穷大.

【例1 28】求lim
x→1

x+4
x-1

.

解 因为lim
x→1

x-1
x+4=0,即x-1

x+4
是当x→1时的无穷小.根据无穷大与无穷小的关系

可知,它的倒数x+4
x-1

是当x→1时的无穷大,即lim
x→1

x+4
x-1=∞ .

习题1 4
(1)下列函数在其相应的变化过程中哪些是无穷大了? 哪些是无穷小了?

 ①1+3x
x

,当x→0时;    ②ex,当x→-∞ 时;

 ③ex,当x→+∞ 时;   ④ 1
e

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,当x→-∞ 时.

(2)求极限.

 ①lim
x→∞

cos2x
x2

;          ②lim
x→∞

sinx
x

;

 ③lim
x→0

ln1+3x( )

sin2x
;     ④lim

x→0

1-cosx
xsinx

;

 ⑤lim
x→∞

4x3-2x+8
3x2+2

;      ⑥lim
x→∞

2x-3( ) 20 3x+2( ) 30

5x+1( ) 50
.

第五节 两个重要极限

本节介绍两个重要极限,它们在极限运算中起着非常重要的作用.

一、lim
x→0

sinx
x =1

这个极限在形式上具有以下特点:

(1)它的极限呈现 0
0

型,不能应用商求极限的法则;

(2)在分式中同时出现三角函数和x 的幂.
该极限在实际应用中往往使用其推广形式:如果lim

x→a
φx( ) =0 (a 可以是x0,± ∞
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或∞),那么

lim
x→a

sinφx( )[ ]

φx( )
= lim

φ x( ) →0

sinφx( )[ ]

φx( )
=1

【例1 29】求lim
x→0

tanx
x .

解 lim
x→0

tanx
x =lim

x→0

1
cosx

·sinx
x =lim

x→0

1
cosx

·lim
x→0

sinx
x =1.

【例1 30】求lim
x→0

1-cosx
x2 .

解 lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

2sin2x2
x2 =

1
2limx→0

sinx
2

x
2

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

2

=
1
2×12=

1
2 .

【例1 31】求lim
x→0

sin3x
x .

解 lim
x→0

sin3x
x =lim

x→0
3·sin3x3x =3×1=3.

【例1 32】求lim
x→0

arcsinx
x .

解 设arcsinx=t,则x=sint,当x→0时,t→0,所以

lim
x→0

arcsinx
x =lim

t→0

t
sint=1

【例1 33】求lim
n→∞

n
2R

2sin2πn .

解 lim
n→∞

n
2R

2sin2πn =lim
n→∞
πR2

sin2πn
2π
n

=πR2lim
n→∞

sin2πn
2π
n

=πR2.

二、lim
x→∞

1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=e

该极限的特点是,如果在形式上分别对底和幂求极限,呈现的是1∞ 形式.这个重要极

限也可推广和变形.

(1)令 1
x =t,则当x→ ∞ 时,t→0,代入lim

x→∞
1+

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=e后得

lim
t→0

1+t( )
1
t =e

(2)如果lim
x→a

φ x( ) =∞ (a 可以是x0,±∞ 或 ∞ ),那么

lim
x→a

1+
1

φ x( )

é

ë
êê

ù

û
úú

φ x( )

= lim
φ x( ) →∞

1+
1

φx( )

é

ë
êê

ù

û
úú

φ x( )

=e

或若lim
x→a

φx( ) =0 (a 可以是x0,±∞ 或 ∞ ),那么

lim
x→a

1+φ x( )[ ]
1

φ x( ) = lim
φ x( ) →0

1+φx( )[ ]
1

φ x( ) =e

【例1 34】求lim
x→∞

1-
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

.
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解 lim
x→∞

1-
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→∞

1-
3
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
x
3é

ë
êê

ù

û
úú

-3

=e-3.

【例1 35】求lim
x→∞

x
1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

.

解 lim
x→∞

x
1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=lim
x→∞

1

1+
1
x

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

x

=lim
x→∞

1

1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =
1

lim
x→∞

1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x =
1
e .

【例1 36】求lim
x→0

1+tanx( ) cotx .

解 lim
x→0

1+tanx( ) cotx =lim
x→0

1+tanx( )
1
tanx =e.

【例1 37】求lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+4

.

解 lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+4

=lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

· 1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

·lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

      =lim
n→∞

1+
1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

2n
é

ë
êê

ù

û
úú

1
2
·lim

n→∞
1+

1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

4

=e
1
2·14=e

1
2 .

三、lim
x→∞

1+
1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=e在经济上的应用

1.复利公式

设有本金A0,以年利率r贷出,一年为1期计算利息,若以复利计息,那么

一年末的本利和为:A1=A0(1+r);
两年末的本利和为:A2=A1(1+r)=A0(1+r)2;
如此反复,t年末的本利和为:At=A0(1+r)t .
下面对t年末的本利和公式At=A0(1+r)t 分两种情况进行讨论:

(1)若一年均匀计息n期,且每期利率为r
n .在这种情况下,可以推出t年末的本利和

为

At=A0 1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

nt

这是一年均匀计息n 期,t年末的本利和At 的复利公式,该复利公式是按离散情况计

算利息的复利公式.
(2)若一年的计息次数n无限增加,即n→ ∞ ,这种计息方式是按连续复利计算利息

的.因为

lim
n→∞

A0 1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

nt

=A0lim
n→∞

1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
ré

ë
êê

ù

û
úú

rt

=A0ert

所以,t年末的本利和At 的复利公式为

At=A0ert

【例1 38】某公司投资100000元,年利率12%,有三种投资方案:
(1)一年支付一次红利;
(2)一年分12个月按复利支付红利;
(3)一年按连续复利支付红利.问这三种方案哪种对公司有利?
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解 (1)一年支付一次红利,由复利公式At=A0 (1+r)t 知,一年末的本利和为

A 1=100000 (1+12%)=112000 (元)

(2)一年分12个月按复利支付红利,由复利公式At =A0 1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

nt

知,一年末的本

利和为

A1 =100000 1+
12%
12

æ

è
ç

ö

ø
÷

12×1

≈100000×1.126825=112682.5 (元)

(3)一年按连续复利支付红利,,由复利公式At=A0ert 知,一年末的本利和为

A1=100000e0.12×1 ≈112749.7(元)
由上述计算可知,三个方案中,第三个方案 (一年按连续复利支付红利)合算.
2.贴现公式

与复利问题相反的问题是贴现问题.
已知未来值At ,求现值A0,此时的利率r称为贴现率.
若以一年为1期贴现,贴现公式为

A0=At(1+r)-t

若一年均分n 期贴现,贴现公式为

A0=At 1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

-nt

由连续复利公式,连续贴现公式为

A0=Ate-rt

【例1 39】设年利率为6%,现投资多少元,10年末可得120000元?
(1)按离散情况计算利息,每年计息4期;
(2)按连续复利计算.

解 (1)由公式A0=At 1+
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

-nt

得

A0=120000× 1+
0.06
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

-4×10

≈
120000
1.81402≈66151.4

(元)

(2)由A0=Ate-rt 得

A0=120000×e-0.06×10 ≈65857.4(元)

习题1 5
(1)计算下列极限.

 ①lim
x→0

sin4x
5x

;      ②lim
x→0

tan5x
x

;      ③lim
x→∞

xtan1x
;

④lim
x→0

sin2ax
x2

;  ⑤lim
n→∞

1+
1
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n+1

; ⑥lim
x→0

1+3x( )
2
x ;

⑦lim
x→∞

2x+3
2x+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

x+2

; ⑧lim
x→∞

1-
k
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

.

(2)某工厂2010年元月1日贷款40万元购置一套新设备,以复利计息,年利率4%,
到2019年12月31日到期一次性还本付息,试确定贷款到期时还款总额.

①若一年计息4期;   ②若按连续复利计息.
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(3)一台机器价格30万元,预计该机器第一年可创利润10万元,以后每年递减1万

元,使用期为8年,若银行利率10%,试计算该机器所创利润的现在值,并与其价格比

较,看购买此机器是否合算?

第六节 函数的连续性

自然界和生活中的很多现象是连续变化的,所谓连续就是不间断.例如,物体运动的

路程是随时间连续增加的;一天中的气温也是随时间连续变化的等.这些现象中两个变量

的关系如果用函数表示,其连续变化的现象就表现为函数的连续性.连续性是函数的重要

性质之一,其几何图形是一条连绵不断的曲线.

一、函数的增量

如果函数y=f x( ) 在点x0 的某邻域内有定义,当自变量由x0 变化到x (x ≠x0)
时,自变量的改变量x-x0称为自变量x在x0处的增量,记作Δx,即Δx=x-x0.当x
>x0 时,Δx>0;当x<x0 时,Δx<0.

此时,相应的函数值由f x0( ) 变到f x( ) ,其改变量f x( ) -f x0( ) 为函数y=f x( )

点x0 处的增量,记作Δy,即Δy=f x( ) -f x0( ) .
由于Δx=x-x0,所以x=x0+Δx,从而Δy=f x( ) -f x0( ) =f x0+Δx( ) -

f x0( ) .
在几何上,函数的增量表示当x 从x0 变化到x0+Δx,曲线y=f x( ) 对应点的纵坐

标的增量如图1 18所示.

Y

Z

0 0x 0x

( )0f x
( )0f x x+ ∆

( )y f x=

x∆
y∆

x∆�

图1 18

函数f x( ) 在点x0 处连续,几何上表现为曲线y=f x( ) 在点 x0,f x0( )( ) 处不断

开,用增量来描述,就是当自变量的增量Δx 趋于0时,函数的增量Δy 也趋于0.

二、函数的连续性

1.函数在一点处连续

基于上面关于自变量的增量、函数的增量与函数在一点连续的关系的讨论,给出函数

在一点连续的定义.
定义9 (函数在一点处连续) 设函数y=f x( ) 在点x0 的某邻域内有定义,若在x0

处当自变量的增量Δx=x-x0趋近于0时,对应的函数的增量Δy=f x0+Δx( ) -f x0( )
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也趋近于0,即

lim
Δ→0
Δy=0

则称函数y=f x( ) 在点x0 处连续,并称x0 为函数y=f x( ) 的连续点.
上述定义中的Δx →0等价于x →x0,Δy→0等价于f x( ) →f x0( ) .因此,函数 

y=f x( ) 在点x0 处连续也可以如下定义.
定义10 (函数在一点连续) 设函数y=f x( ) 在点x0 的某邻域内有定义,如果

lim
x→x0

f x( ) 存在且等于函数在x0 处函数值f x0( ) ,即

lim
x→x0

f x( ) =f x0( )

则称函数y=f x( ) 在点x0 处连续,并称x0 为函数y=f x( ) 的连续点.
上面关于函数y=f x( ) 在点x0 处连续的两个定义是等价的,它们的实质是相同的,

即函数y=f x( ) 在点x0 处连续必须满足三个条件:
(1)函数y=f x( ) 在点x0 的某一邻域内有定义;
(2)极限lim

x→x0
f x( ) ;

(3)极限值等于函数值,即lim
x→x0

f x( ) =f x0( ) .

函数的连续性是由极限来定义的,而极限有左极限和右极限,相应地,我们可以定义

左连续和右连续.
定义11 (左连续、右连续) 设函数y=f x( ) 在点x0 的某邻域内有定义,如果

lim
x→x-

0
f x( ) =f x0( ) ,则称函数y=f x( ) 在点x0 处左连续;如果lim

x→x+
0
f x( ) =f x0( ) ,则

称函数y=f x( ) 在点x0 处右连续.
根据函数在一点的连续、左连续和右连续的定义知:

y=f x( ) 在点x0 处连续 ⇔y=f x( ) 在点x0 处既左连续又右连续.
【例1 40】讨论函数f x( ) =x2+3在点x=1处的连续性.
解 函数f x( ) =x2+3在点x=1的邻域内有定义,且lim

x→1
f x( ) =lim

x→1
x2+3( ) =4,

而f1( ) =4,所以lim
x→1

f x( ) =f1( ) .

因此,函数f x( ) =x2+3在点x=1处连续.

【例1 41】设函数fx( ) =
x-2,-1<x<0,

3x2+1,0≤x≤5,{ 讨论fx( ) 在点x=0处的连续性.

解 这是分段函数,x=0是其分界点.因为f0( ) =1,又

lim
x→0-

f x( ) =lim
x→0-

x-2( ) =-2≠f0( ) ,

lim
x→0+

f x( ) =lim
x→0+

3x2+1( ) =1=f0( )

所以函数f x( ) 在点x=0处右连续,但不左连续,从而它在x=0处不连续.
2.连续函数

定义12 (连续函数) 如果函数y=f x( ) 在开区间 a,b( ) 内每一点都是连续的,则

称函数y=f x( ) 在开区间 a,b( ) 内连续,或者说y=f x( ) 是 a,b( ) 内的连续函数.
如果函数y=f x( ) 在闭区间 a,b[ ] 上有定义,在开区间 a,b( ) 内连续,且在区间

的端点x=a处右连续,x=b处左连续,则称函数y=f x( ) 在闭区间 a,b[ ] 上连续,或

者说y=f x( ) 是 a,b[ ] 上的连续函数.
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连续函数的图形是一条连续不断的曲线,如图1 19所示.

Y

Z

0

( )y f x=

B C

图1 19

3.连续函数的运算

根据函数在一点连续的定义和极限的四则运算法则,可得到下述定理.
定理4 (连续函数的四则运算) 若函数f x( ) ,g x( ) 在点x =x0 处连续,则

f x( ) ±g x( ) ,f x( )·g x( ) ,f x( )

g x( )
(g x0( ) ≠0)在点x=x0 处连续.

注意:连续函数和、差、积的四则运算可以推广到有限个函数的情形.
定理5 (复合函数的连续性) 设函数y=fu( ) 在点u0 处连续,而u=φ x( ) 在点x0

处连续,且u0=φ x0( ) ,则复合函数y=f φ x( )[ ] 在点x0 处连续.
推论2 设limφ x( ) =u0,而函数y=fu( ) 在点u0 处连续,则

limf φ x( )[ ] =f limφ x( )[ ]

定理6 (初等函数的连续性) 一切初等函数在其定义区间都是连续的.

【例1 42】求lim
x→1

x2cosx+lnx
2x 1+x2

.

解 由于该函数是初等函数,且x=1是其定义域中的一点,故由初等函数的连续性,
得

lim
x→1

x2cosx+lnx
2x 1+x2

=
12cos1+ln1
21 1+12

=
cos1
22

4.闭区间上连续函数的性质

下面给出定义在闭区间上连续函数的性质.
定理7 (最大值和最小值定理) 闭区间上的连续函数必能取到最大值和最小值.
从几何直观上看,如图1 20所示,因为闭区间上的连续函数的图形是包括两个端点

的一条不间断的曲线,因此它必定有最高点P 和最低点Q ,P 、Q 的纵坐标正是函数的最

大值和最小值.

Y

Z

0 B C

( )y f x= 1

2

图1 20
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如果函数仅在开区间 a,b( ) 或半开半闭区间 a,b[ ) ,a,b( ] 内连续,或函数在闭

区间上有没有定义的点,那么函数在该区间上就不一定有最大值或最小值.
例如,函数y=x 在开区间 a,b( ) 内是连续的,这个函数在该区间内既无最大值,也

无最小值,如图1 21所示.

Y

Z

0

y x=

B C

图1 21

定理8 (介值定理) 设函数f x( ) 在闭区间 a,b[ ] 上连续,且fa( ) ≠fb( ) ,C
为介于fa( ) 与fb( ) 之间的任一实数,则至少存在一点ξ∈ a,b( ) ,使得

fξ( ) =C
这个定理的几何意义是,如果f x( ) 在闭区间 a,b[ ] 上连续,且fa( ) ≠fb( ) ,则

直线y=C(C 为介于fa( ) 与fb( ) 之间)与曲线y=f x( ) (a≤x≤b)至少有一个交

点,如图1 22所示.

Y

Z

0

( )y f x=

B C1ξ 2ξ

C
( )f a

( )f b

图1 22

推论3 (根的存在性定理) 若f x( ) 在闭区间 a,b[ ] 上连续,且fa( ) 与fb( ) 异

号,则至少存在一个ξ∈ a,b( ) ,使得

fξ( ) =0
即方程f x( ) =0在开区间 a,b( ) 内至少有一个根ξ,ξ又称为函数y=f x( ) 的零点,所

以 “根的存在性定理”又称 “零点定理”.
该推论的几何意义是,如果fa( ) 与fb( ) 异号,则连续曲线y=f x( ) 与x 轴至少有

一个交点,如图1 23所示.

Y

Z

0

( )y f x=

B
Cξ

Y

Z

0

( )y f x=
B

C1ξ 2ξ
3ξ

图1 23
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推论4 闭区间 a,b[ ] 上的连续函数f x( ) 必取得介于最大值M 和最小值m 之间的

任何值 (M 和m 分别是f x( ) 在 a,b[ ] 上的最大值和最小值).
【例1 43】证明方程x3-4x2+1=0在 0,1( ) 内至少有一个根.
解 令 f x( ) =x3 -4x2 +1,则 f x( ) 在 0,1[ ] 上 连 续,又 因 f0( ) =1>0,

f1( ) =-2<0,根据零点定理,至少存在一点ξ∈ 0,1( ) ,使得

fξ( ) =0
即方程x3-4x2+1=0在 0,1( ) 内至少有一个根ξ.

【例1 44】证明方程x=cosx 在 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内至少有一个实根.

解 方 程 x =cosx 等 价 于 方 程x -cosx =0.令 f x( ) =x -cosx ,则 f x( ) 在

0,
π
2

é

ë
êê

ù

û
úú 上连续,又因f0( ) =-1<0,f

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=
π
2>0

,根据零点定理,至少存在一点ξ∈

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,使得

fξ( ) =0.

即方程x=cosx 在 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内至少有一个根ξ.

三、函数的间断点

1.间断点的概念

如果函数y=f x( ) 在点x0 处不连续,则称f x( ) 在点x0 处间断,并称点x0 为

f x( ) 的间断点.
由函数y=f x( ) 在点x0 处连续满足的三个条件可知,函数y=f x( ) 在点x0 间断可

能有以下三种情形:
(1)函数f x( ) 在点x0 处没有定义;
(2)函数f x( ) 在点x0 处有定义,但极限lim

x→x0
f x( ) 不存在;

(3)函数f x( ) 在点x0 处有定义,极限lim
x→x0

f x( ) 存在,但lim
x→x0

f x( ) ≠f x0( ) .

2.间断点的分类

根据函数在间断点附近的变化特征,将间断点分为以下两种类型:
(1)第一类间断点.设点x0 是f x( ) 的间断点,若f x( ) 在点x0 的左、右极限都存

在,则称点x0 为f x( ) 的第一类间断点.
在第一类间断点中,如果左、右极限存在但不相等,这种间断点又称为跳跃间断点;

如果左、右极限存在且相等 (即极限存在),但函数在该点没有定义,或者虽然函数在该点

有定义,但函数值不等于极限值,这种间断点又称为可去间断点.
(2)第二类间断点.凡不是第一类的间断点都称为第二类间断点.
在第二类间断点中,若左、右极限或lim

x→x0
f x( ) 中至少有一个为无穷大,则称点x0 为

f(x)的无穷间断点;若lim
x→x0

f(x)振荡性的不存在,则称点x0 为f(x)的振荡间断点.

【例1 45】讨论函数y=
1

1-x( ) 2
在点x=1处的连续性,若x=1为间断点,判断其
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类型.

解 因为函数y=
1

1-x( ) 2
在点x=1处无定义,故点x=1是y=

1
1-x( ) 2

的间断

点.又因lim
x→1

1
1-x( ) 2

=∞ ,所以点x=1为函数y=
1

1-x( ) 2
的无穷间断点.

【例1 46】考察函数

f x( ) =
2x+2,x ≠1,

2,  x=1{
在点x=1处的连续性,若x=1为间断点,判断其类型.

解 函数f x( ) 在x=1处有定义,又因为lim
x→1
2x+2( ) =4≠f1( ) ,所以f x( ) 在

x=1处不连续,点x=1为函数f x( ) 的间断点,且为第一类间断点.由于我们可以改变

函数的定义,令f1( ) =4,从而使函数f x( ) 在x=1处连续,故点x=1为函数f x( ) 的

可去间断点.

习题1 6

(1)设y=
4
x

,若x0=2,Δx=-0.2,求Δy.

(2)求下列函数的极限.

 ①lim
x→π6

ln2cos2x( ) ;        ②lim
x→π2

sinx
x

;

③lim
x→∞
e
1
x ;        ④lim

x→1

5x-4- x
x .

(3)求下列函数的连续区间和间断点,并指出间断点的类型.

 ①y=
1

x2+3x+2
;        ②f x( ) =

x, x ≤1,

1, x >1;{

 ③f x( ) =
x2,  0≤x ≤1,

2-x,1<x ≤2;{   ④f x( ) =
e-x,x <0,

1,x=0,

x,x >0.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(4)证明方程x5-3x=1至少有一个根介于1与2之间.

(5) 设 函 数 fx( ) =
ex, x<0,

x+a,x≥0,{ 常 数 a 为 何 值 时, 函 数 fx( ) 在

-∞,+∞( ) 内连续.

复习题一

一、填空题

(1)设f x( ) =2x+1,则f f x( ) -1[ ] =      .

(2)由函数y=lgu ,u=sinv,v=x+
π
3

复合而成的复合函数为     .

(3)函数y=lnsin2x 的复合过程为        .
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(4)函数f x( ) =
x+2

x+1( ) x-4( )
的定义域是      .

(5)设f x( ) =xsin1x
,g x( ) =

sinx
x

,则lim
x→0

f x( ) =    ,lim
x→∞

f x( ) =   ,

lim
x→0

g x( ) =    ,lim
x→∞

g x( ) =      .

(6)若lim
x→5

x2-3x+k
x-5 =7,则k=      .

(7)lim
x→∞

1-
4
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

=     ,lim
x→∞

2x-3( ) 30

3x+5( ) 20 2x-1( ) 10
=      .

二、选择题

(1)下列各对函数不相等的是 (  )

A.y=
x2-4
x-2

与y=x+2 (x ≠2)    B.y=sin2x+cos2x 与y=1

C.y= x 与y=x             D.y=
x-2
x-2

与y=
1, x >2
-1,x <2{

(2)下列函数中为奇函数的是 (  )

A.y=x2
x -1
2x +1

             B.y=
sinx
x

C.y=coslnx( )               D.y=x2arctanx
(3)下列变量在给定的变化过程中为无穷小量的是 (  )

A.sinxx x →0( )              B.lnx x →0+( )

C.2-x x →1( )              D.1-x( )sin 1
x-1

x →1( )

(4)若lim
x→x-

0
f x( ) =lim

x→x+
0
f x( ) =A ,则下列说法中正确的是 (  )

A.f x0( ) =A               B.lim
x→x0

f x( ) =A

C.f x( ) 在x0 处有定义           D.f x( ) 在x0 处连续

(5)函数f x( ) 在x0 处连续是lim
x→x0

f x( ) 存在的 (  )

A.必要条件   B.充分条件    C.充要条件   D.无关条件

(6)当x → ∞ 时,sin1x
(  )

A.极限为 ∞    B.极限为0    C.无界变量   D.有界变量

(7)函数y=
x-2

x3-x2-2x
的间断点是 (  )

A.x=0, x=-1        B.x=0, x=2
C.x=0, x=-1, x=2     D.x=2, x=-1

三、计算题、解答题

(1)求下列函数的定义域.
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①f x( ) =
x+2

x+1( ) x-4( )
;          ②f x( ) =

x-1
lnx + 16-x2 .

(2)求下列极限.

①lim
x→2

x3-8
x2-4

;    ②lim
x→1

3
1-x3-

1
1-x

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;   ③lim

x→+∞
x 4x2+1-2x( ) ;

④lim
x→∞

x
1+x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-3x+2

;  ⑤lim
x→0

sin5x-tan2x
x

;    ⑥lim
x→∞

x3-8
2x3+6x-4

.

(3)证明方程x3+3x-1=0至少有一个小于1的正根.
(4)某工厂生产一种配件,设生产能力为日产量120件,每日的固定成本为200元,

每件的可变成本为10元,问:

 ①求该厂生产此配件的日总成本函数及平均成本函数;

②若每件售价15元,试写出总收入函数;

③试写出利润函数.
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